フクソ セツゾク ニツイテ by 前橋, 敏之 et al.
複素接続について
前橋 敏之∗
On Complex Connections
By
Toshiyuki Maebashi
Abstract: Let X be a hermitian manifold. We take advantage of an isometric imbedding
X →֒ a higher-dimensional real Euclidean space for dealing with the complex structure and
the complex Levi-Civita connection. Its purpose is to make it much easier for students
to understand those concepts. We also state the conjecture that there will exist a non-
linear vector field characterizing hermitian symmetric spaces, which is true for the complex
projective spaces.
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　その分野の、欧米の名著を読まないで大学の講
義を行うことは、殆ど不可能といってもよかろうが、
わが国高等教育の現状は、それをそのまま伝えるだけ
では如何ともし難いところがある。そういう著作は、
有数の大学の講義内容を纏めたものか、最先端の研究
を解説したものであることが多い。大学の水準の格差
が、欧米の教科書に頼ってきた（たとえば私の）授業
を、難解なものにしていたことは否めない。私自身も、
いまになって反省している。そこで、なるべく視覚に
訴えうる話題を選んで、基礎的な概念を教えたらどう
かという発想が生まれる。わが国の学生は、どちらか
と言えば、抽象概念の理解に時間が掛かるというとこ
ろがあるからだ。
　この論考では、複素接続という概念を、球面幾何学
の範囲で解説してみた。もちろん、その裏では、一般
性ということを常に意識し続けた。これは、著者の論
文 (1) と平行して書かれたから、その球面の場合とい
う面もあるが、しかし、あくまで半期の授業を意識し
ての理解しやすい教材ということを考えたからでもあ
る。
　欧米の名著とはいったが、それも最近の若い人たち
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には余り読まれていないようなので、この機会に、微
分幾何学の入門書の短い紹介を試みよう。この論考は、
そういう名著から、複素多様体上の接続論という話題
を取り上げて解説したものである。先ず、曲面論から
だが、標準的なのは
アイゼンハルト(2)
ブラシュケ(3)
であろう。(2) は、読みやすい良書である。(3) は、い
かにもドイツ人によって書かれたと言う感じの硬い教
科書であるが、その分読みづらい。そのほかに、カル
タン(4)の後半分もあるが、外微分形式で書かれている
し、曲面論の標準的な話題は出てはくるが、やや特殊
な感じがする。また、ダルボー(5)は大著で、曲面論の
辞書である。日本語の書物としては、窪田、佐々木(6)、
小林(7) がよいと思う。(2),(6) にも、ガウスーボンネの
定理は載っている。それを教えるのは、やはり曲面論
の講義の一つの目標であろう。(7)はそこへ直線的にた
どり着ける好著であると思う。リーマン幾何学の教科
書としては、古来
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カルタン(8)
アイゼンハルト(9)
が有名である。両書とも名声通りの古典である。カル
タンの教科書は、外微分形式でかかれた微分幾何学へ
の入門であるが、どちらかと言えば、不変量によって
リーマン多様体を特徴付けようとしている、そういう
目的を持っているように思う。また、(9)は、いわゆる
テンソル解析の入門書である。今日では、余り読まれ
ていないようである。複素幾何学の書物としては、ホッ
ジ(10)、ヴェーユ(11)などがある。代数多様体論という
のは、我々とは別の分野である。後で出て来るコンパ
クトエルミット対称空間なども代数多様体なのだが、
われわれは、主としてその計量的性質を扱う。そういっ
たものを読んだ後には、論文になるが、ワイル(12)、カ
ルタン(14)、(15)などを読まれるのがよい。ここで解説
した複素テンソル解析であるが、よく読まれているの
に矢野 (16) があるが、余り幾何学的ではない。つまり
操作形式にのみ視点がおかれているが、その点では見
事である。その他、よいものが見当たらないのはどう
したことであろうか。そういう観点でも、この論考が
お役に立てるのではないかと、自惚れている。
　ここでは、球面のみを扱ったのだが、その事につい
て一言述べておくことは必要だろう。球面は一番単純
な曲面ではあるが、非常に豊かな性質を持っている。
ヒルベルト(17) は、11個の球面の特徴を挙げている。
その 11の性質を全部述べることはしないが、関連す
る二、三について一寸触れよう。その第６は、
測地線がすべて閉曲線である
ということであるが、そこに書かれているいくつかの
事は、この論考で扱ったことと深く関係している。ま
た、第 11は、
球面は３パラメーターの運動群をもつ
ということであるが、球が斉次空間、更にはエルミッ
ト対称空間であるということで、我々の目的が、球面
を特徴付ける非線形ベクトル場をそういう空間に拡張
しようということであるから、第 6と第 11と両方の
性質に関わっていると思う。第７、第９は、平均曲率
と表面積に関わることだが、そのことについて、アイ
ゼンハルトの第４章、52節の叙述は見事で、必ず機会
を見つけて、話をすべき話題だと思って来た。
　 (1)で取り扱った複素射影空間でも、すべての測地線
は閉じている。一般にコンパクトなランク (階数)１の
対称空間ではそうなっている。一方、ノンコンパクト
なランク (階数)１の対称空間上のすべての測地線は開
曲線である。ランクが上がれば、もうこの性質はない。
これらのことについては、別な論文を書くつもりだ。
著者の考えでは ”良いリーマン多様体には、それを
特徴付ける非線形場が必ず存在する” と思うのだが、
そのことは少なくとも対称空間に対しては著者の脳裏
に悪夢のように取り付いて離れぬ予想で、事実だろう
と思っている。(1)はそれを複素射影空間に対して示し
たものだが、同じ手法がグラスマン多様体にも適用で
きるであろう。著者の後半生は、そのことをエルミッ
ト対称空間に対して示すことに捧げられるであろう。
1. 球の複素構造
3次元実ユークリッド空間の単位球　 S2　は、実 2
次元リーマン多様体であるが、更に種数 0のリーマン
面として複素構造をもっている。
(1) S2 ⊃ U1 = {(ξ, ζ, η) |η = 1} ∋ (ξ, ζ, η) に対し
て z = ξ + iζ
1− η とおき
U2 = {(ξ, ζ, η) |η = −1} ∋ (ξ, ζ, η)
に対しては w = ξ − iζ
1 + η
とおくと、
U1 ∩ U2 ∋ (ξ, ζ, η) に対しては w = 1
z
である。
U1, U2 を座標近傍、z, w を複素座標として、S2
上に複素多様体としての構造が定義される。
(2) 複素直線 (complex projective line) を CP (1)
で表す。P ∈ CP (1)の斉次座標を、z0, z1 とし、
P = [z0, z1]と記すことにする。
　 U1では (ξ, ζ, η) −→ [1, z]
　 U2では (ξ, ζ, η) −→ [w, 1]
として、写像　 S2 −→ CP (1)が定義出来るが、
それはこの２つの複素多様体の同型を与える。つ
まり、S2と CP (1)は複素多様体として同じもの
と考えることが出来る。
(3) 斉次座標 (z0, z1)は 　 z0z0＋ z1z1 = 1 を満た
すとき、normalであると呼ばれる。したがって、
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normal な斉次座標 (z0, z1) は、実４次元ユーク
リッド空間の単位球 S3 上の点の座標になる。そ
のとき、可換な図式
S3 ∋ (z0, z1) −→ [z0, z1] ∈ CP (1)
↓≀
S2
によってホップ写像 S3 −→ S2が定義される。縦
の同型は (2)で与えられたものである。
(4) 2× 2 複素行列 Aに対して、そのノルムを
||A||2 = Tr (AA∗)
によって定義する。ただし、A∗ =tA, Trは行列
の跡 (trace)である。2× 2エルミット行列の全体
は、このノルムによって計量を定義すると、実 4
次元ユークリッド空間 E4 になる。そのとき写像
S3 ∋ (z0, z1) −→
(
z0
z1
)
(z0, z1) ∈ E4
から、等長な埋め込み
CP (1) →֒ E4
が生じる。
(5) (1)において
ξ =
z + z
|z|2 + 1 , ζ =
z − z
i (|z|2 + 1) , η =
|z|2 − 1
|z|2 + 1
である。z = x+ iyとして
∂
∂z
=
1
2
(
∂
∂x
− i ∂
∂y
)
,
∂
∂z
=
1
2
(
∂
∂x
+ i
∂
∂y
)
とおき、他方 E3 の係数を複素数体 C に拡大し
て、拡大した区間の 2 点 P˜ =
(
ξ˜, ζ˜, η˜
)
, P˜ ′ =(
ξ˜′, ζ˜ ′, η˜′
)
に対して
< P˜ , P˜ ′ >= ξ˜ ξ′ + ζ˜ ζ˜ ′ + η η˜′
によって、エルミット内積を定義し、拡大された空
間をエルミット空間にし、E3で表す。(5)の ξ, ζ, η
に対して、P = (ξ, ζ, η)とおくと
∂P
∂z
,
∂P
∂z
=
∂P
∂z
は E3 の元と考えられるが、explicitに書けば
∂P
∂z
=
1
(|z|2 + 1)2 (1− z
2,
1 + z2
i
, 2z)
となる。したがって
∣∣∣∣∂P∂z
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∂P∂z
∣∣∣∣ =
√
2
|z|2 + 1
となるから
e1 =
|z|2 + 1√
2
∂P
∂z
, e2 =
|z|2 + 1√
2
∂P
∂z
は単位ベクトルになるが、
< e1, e2 > =
1
2(|z|2 + 1){(1− z)
2 − (1 + z)2 + 4z2}
= 0
でもある。また ξ2 + ζ2 + η2 = 1より
< e, P >=< e,P >= 0
が出るから、e, eは、P とエルミット直交するベ
クトルのなす空間の正規直交基になる。この空間
を、S2 の P における複素接空間と呼ぼう。P を
S2上に動かすと、その全体は S2上のベクトル束
になる。S2の接ベクトル束を T (S2)で表すと、そ
れは T (S2)⊗C と見なすことが出来る。これを複
素接ベクトル束と呼ぼう。
(6) 複素構造　偶数次元実ベクトル空間 E の、自
身への線型写像 J が
J2 = −1 (1は恒等写像)
を満たすとき、E の複素構造と呼ばれる。
先ず、e1 + e2, i(e1 − e2)が、点 P における S2
の接空間 TP (S2)の基底であることを注意する。
線型写像 JP を
JP (e1 + e2) = i(e1 − e2)
JP (i(e1 − e2)) = −(e1 + e2)
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によって定義すると、JP は TP (S2)の複素構造の
場 J を与える。これを簡単に T (S2)の複素構造
と呼ぶことにする。(係数体の拡大によって、)J
を T (S2)⊗ C上の場にすると、
JP (2e) = J(e + e)− i(i(e− e))
= i(e− e) + i(e + e) = i(2e)
JP (e) = J(e + e) + i(i(e− e))
= i(e− e)− i(e + e) = −i(2e)
であるから、Ceは JP の固有値 iに属する固有空
間、Ceは −iに属する固有空間になる。
(7) 絶対微分　 S2 の上の接ベクトル場 v とは S2
の各点 P に TP (S2)のベクトル vP を (可微分的
に)対応付ける規則である。T (S2)の切断である
と言ってもよい。P + dP ∈ S2 を P の近傍の点
とする。そのとき vの絶対微分 (Levi-Civita接続
による)とは vP+dP を TP (S2)に正射影したもの
から vP を差し引いたものである。それをDvで
表すと
Dv = dv − (dv, P )P = dv + (v, dP )P
となる。これは
Dw = dw− < dw, P > P
と置くことによって、複素接ベクトル場に拡大出
来る。
De = w1e+ w2e とおくとDe = w1e+ w2 e
一方、< e, e >= 1, < e, e >= 0より
w1 + w1 = 0, w2 + w2 = 0
2w2 = 0
が出るから、実際は
De = w1e, De = w1 e
となる。このことから、
JDv = JD(v1e+ v2e)
= J{(dv1 + v1w1)e} − J{(dv2 + v2w1)e}
= iD(v1e)− iD(v2e)
= DJ(v1e) +DJ(v2e) = DJv
つまり、絶対微分Dは複素構造 J と可換になる。
(8) S2 を特徴付ける非線型ベクトル場
v =
(
ξ, ζ, η − 1
η
)
とおき、S2 の　北極点、南極点をN,S で表すこ
とにし、N と S とを大円で結ぶ。そのとき、ベ
クトル場 v は大円に接して N から S に向かう、
大きさ
√(
1
η2
− 1
)
のベクトルになる。
dv = dP +
dη
η2
(0, 0, 1)
(v, dP ) = (ξdξ + ζdζ + ηdη)− dη
η
= −dη
η
になる。
(v, dP ) = 0⇐⇒ dη = 0
だから、vは経度線に沿うベクトル場である。
Dv = dv + (v, dP )P
= dP +
dη
η2
(0, 0, 1)− dη
η
P
= dP − dη
η
(
ξ, ζ, η − 1
η
)
= dP + (v, dP )v
ここで
v = v∧e+ v∧e
とおくと
dP = dze+ dz e
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だから
(v, dP ) = h(v∧dz + v∧dz)
hv∧ = v∧, hv
∧ = v∧ とかくと、
(v, dP ) = v∧dz + v∧dz である。
Dv =(v∧;+dz)e+ (v
∧
;−dz)e
+ (v;+dz)e+ (v;−dz)e
とおくと
v∧;+ = 1 + v∧v
∧
v∧;− = v∧v
∧
v∧;+ = v∧v
∧
v∧;− = 1 + v∧v
∧
結局 v∧;+ = 1 + v∧v∧v∧;− = v∧v∧
となる。またv∧;+ = h+ v∧v∧v∧;− = v∧v∧
としてもよい。いずれにしても、ひどく判りにく
い。一般次元で同じことをする (9節以降を見よ)
と道が透明になり判り易くなる。抽象することに
よって具体を見る、数学の立場が鮮明になる。そ
ういうことが、学生諸君に判って頂けたら著者の
意図する所が、半ば達成されたのである。
2. 高次元複素空間
(9) 高次元エルミット空間 Eを 2n次元実ユーク
リッド空間とし、複素構造 J が与えられていて、
ユークリッド内積 (x, y) (x, y ∈ E) との間に
(Jx, Jy) = (x, y)
が成り立っていたとする。直ちに
(x, Jy) + (Jx, y) = 0
であることが判る。Eの係数をCに拡大して、EC
とする。つまり、
EC = {x+ iy|x, y ∈ E}
とする。z = x+ iy, w = u+ iv ∈ EC に対して、
2 < z,w >= (x, u) + (y, v) + i{(y, u)− (x, v)}
とおくと、< z,w >は EC のエルミット内積にな
る。J の ±i に属する固有空間を E± で表すと、
EC = E+ + E−
であるが、
E ∋ x ι−→ x− iJx ∈ E+
によって、E と E+ は J‐同型になる。つまり、
ιJ(x) = iι(x)
また、
< ιx, ιy >= (x, y) + i(x, Jy) ①
である。また、E+ と E− は (エルミット) 直交
する。
< x± iJx, y ± iJy >= (x, y)∓ i(x, Jy) ②
であるから、e, e′ ∈ E が直交すれば、e¯, e¯′も直交
する。
したがって、f1, · · · , fn ∈ E を①に関して正
規直交する基底とすると、ei = ι(fi) (i =
1, · · · , n)とおいて、
e1, · · · , en; e¯1, · · · , e¯n (ei¯ = e¯iとおく） ③
は EC の正規直交基底となる。もっと一般に、
e1, · · · , en を E+ の任意の基底とすると、③ は
EC の基底になる。そのとき、
v =
∑
vαeα , w =
∑
wαeα
(
∑ は α = 1, 2, · · · , n に対してとられる。)
に対して、
< v,w >=
∑
α,β
gαβ¯v
αw¯β
と書くことにする。また、
v =
∑
vα¯eα¯, w =
∑
wα¯eα¯
に対して、
< v,w >=
∑
α,β
gα¯βv
α¯w¯β¯
と書く。
u =
∑
vαeα +
∑
wα¯eα¯
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が E に属するための必要十分条件は、
wα¯ = v¯α
であることである。つまり、E の元は∑
vαeα +
∑
v¯αeα¯
言い換えれば、vα¯ = v¯α という形をしている。
v =
∑
vαeα +
∑
vα¯eα¯
vα¯ = v¯α (α = 1, · · · , n)
である。 < v,w >= < w, v >より、直ちに
gβα¯ = g¯αβ¯ ④
が出る。また、② より、< v¯, w¯ >= < v,w > だ
から gα¯β = g¯αβ¯ 、従って
gα¯β = gβα¯ ⑤
が出る。
∑
β¯
gαβ¯g
β¯γ = δα
γ　 (δαγ はクロネッカーの δ)
なる条件によって、gβ¯γ が∑
gα¯βg
βγ¯ = δα¯
γ¯
によって gβγ¯ が定義出来る。
(10) 双対空間 複素ベクトル空間の双対空間とは、
その上の C-線型型式全体のなす複素ベクトル空
間のことであるが、反変空間に対して共変空間を
考えることに相当する。以下、テンソル計算の視
点から E+, E− の双対空間を考察する。
E+ の双対空間 E+∗ と E− との間に
E− ∋ v ∼−→< , v¯ >∈ E+∗
なる自然な同型が、エルミット型式を用いて導入
される。E+ の基底 e1, · · · , en の双対基底に E−
の基底 ∑
gα¯βeα¯ (β = 1, · · · , n)
が対応する。実際
< eα,
∑
gγ¯βeγ¯ > =
∑
gγ¯β < eα, eγ >
=
∑
gγ¯βgαγ¯
= δα
β
となる。同様に E− の双対空間 E−∗ と E+ との
間に自然な対応がエルミット型式によってついて∑
gαβ¯eα
が e¯1, · · · , e¯n の双対基底に対応する。EC∗ は
E+
∗+E−
∗ と同型であることの注意する。vの双
対基底に関する成分は、上の対応を用いて、
vβ =
∑
gβα¯v
α¯, vβ¯ =
∑
gβ¯αv
α
で与えられる。反変成分 vα, vα¯に対して、vβ, vβ¯
を共変成分と呼ぶ習しである。
(11) 複素接続
X をエルミット計量をもつ n次元複素多様体と
し、Xの underlyingリーマン多様体のある実ユー
クリッド空間 E への等長埋め込み
ι : X →֒ E
を考える。Xが射影空間の部分多様体ならば、ι(x)
はEの原点を中心としたある球に入っていると考
えることが出来る (射影空間自体がそうだから)。
球面の場合と同様、Eを拡大してエルミット空間
ECにする。ιで埋め込んだ先の点、接ベクトルを
区別しないで元の点、接ベクトルと同じ文字で表
す。p ∈ X の複素座標
zα = xα + iyα (α = 1, · · · , n)
をとり、zα¯ = zα とおく。
eα =
∂p
∂zα
, eα¯ =
∂p
∂zα¯
(= e¯α)
とすると、eα, eα¯は EC の基底になる。ここで、
∂
∂zα
=
1
2
(
∂
∂xα
− i ∂
∂yα
),
∂
∂zα¯
=
1
2
(
∂
∂xα
+ i
∂
∂yα
)
である。
dp =
∑
dzαeα +
∑
dzα¯eα¯ (dz
d¯ = dzα)
7複素接続について
であり、
v =
∑
vαeα +
∑
vα¯eα¯
が、X の接ベクトルであるための条件は
vα¯ = v¯α
なることである。
< Jv, Jw >=< v,w >より、eα¯ と eβ は互いに
（エルミット）直交することが判る。X の上のベ
クトル場 v が与えられたとする。点 p の近傍の
点 p + dp の接空間を、p の接空間に埋め込んだ
実ユークリッド空間の中で、正射影によって重ね
合わせる。そのときの値の差が絶対微分 Dv とな
る。これは線形写像だから、単純に複素接ベクト
ル空間にまで拡張できる。球面の場合には、
Dv = dv− < dv, p > p
であった。この絶対微分が E+ 、E− を不変にす
ること等は、球面の場合と同様にして示し得る。
Dv =
∑
α
∑
β
vα;βdz
β +
∑
β
vα;β¯dz
β¯
 eα
+
∑
α
∑
β
vα¯;βdz
β +
∑
β
vα¯;β¯dz
β¯
 eα¯
とおく。
< v, dp > =
∑
gαβ¯v
αdzβ¯ +
∑
gα¯βv
α¯dzβ
=
∑
vβ¯dz
β¯ +
∑
vβdz
β
となる。若し、
Dv = dp+ < v, dp > v
であったとすると vα;β¯ = gαβ¯ + vαvβ¯ ⑥
vα;β = vαvβ
が得られる。一般次元にした方が、遥かに見透し
がきく。
予想：
(イ)　エルミット多様体上には非線型場 ⑥ が存
在する。但し、大いさとして ∞ も許容する。そ
のとき、０点集合の連結成分も同じタイプのエル
ミット多様体である。
(ロ)⑥を許容するエルミット多様体の構造は、⑥
の０点集合（その計量も含めて）によって定まる。
(Cp(n) については正しい。０点は
{１点 }+ Cp(n− 1))
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